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Résumé
We dene a formal framework for the study of algebras of type Max-plus, Min-Plus,
tropial algebras, and more generally algebras over a ommutative idempotent semi-eld.
This work is motivated by the inreasingly diversied use of these algebras whih our also
in ontrol theory, automata theory as well as in algebrai geometry, and in more spei
ways in other parts of mathematis suh as the theory of monoids.
In this rst artile, we expeially re-examine linear algebra over idempotent semi-elds :
the most deliate, but undoubtedly the most interesting point is the notion of a singular
point seen as a generalization of the notion of zero. We thus redisover many notions of
regularity already introdued for matries, and this permits us to dene further notions, new
in this ontext, suh as that of the kernel of a linear form, and to apply duality to obtain a
good notion of tropial dimension of a submodule.
Keywords : Max-plus algebra, tropial algebra, idempotent semi-elds.
1 Introdution
Nous dénissons un adre formel pour l'étude des algèbres de types Max-Plus, Min-Plus
étudiées en partiulier par le groupe Max Plus ([ABG℄, [But℄), des algèbres sur le semi-anneau
tropial ([Pin℄, [Sim94℄) et plus généralement des algèbres sur les semi-orps ommutatifs idem-
potents ([GM02℄, [Zar℄, [Zhu℄) qui sont en fait les orps de aratéristique 1, omme nous le
montrons i-dessous. Nous donnons des dénitions qui permettent de retrouver la plupart des
notions introduites en algèbre tropiale tout en redonnant les notions habituelles dans le as des
orps lassiques.
Ce travail est motivé par l'utilisation de plus en plus diversiée de es algèbres qui interviennent
aussi bien en Théorie du ontrle ([CGQ99℄, [Plus℄), en Informatique théorique ([Kro℄, [Sim88℄),
qu'en Géométrie algébrique ([Izh1℄, [Izh2℄, [Mik1℄, [Mik2℄) ou de façon plus pontuelle dans
d'autres parties des mathématiques (par exemple en Théorie des monoïdes ave des tehniques
de rédution en aratéristique 1 ([Cas℄, [Hée℄) ). Son objetif est d'expliquer et de développer
les analogies frappantes existant entre, par exemple, les résultats obtenus en algèbre Max-Plus,
parfois par des méthodes d'analyse onvexe, et l'algèbre linéaire lassique (voir : [DSS℄, [GGB℄,
[CGQ04℄, [CGQ℄, [GK℄, [GP℄...), ou enore entre les ourbes tropiales et les ourbes algébriques...
Dans e premier artile, nous revisitons plus partiulièrement l'algèbre linéaire sur les semi-orps
idempotents : le point le plus déliat, mais le plus intéressant sans doute, est la notion de point
singulier vue omme généralisation de elle de zéro. Nous retrouvons ainsi plusieurs des régula-
rités déjà introduites pour les matries et ei nous permet de donner des dénitions, nouvelles
1
dans e ontexte, omme elle du noyau d'une forme linéaire, et d'utiliser la dualité pour obte-
nir une bonne théorie de la dimension tropiale d'un sous-module, ave un théorème de la base
inomplète et un théorème du rang.
Nous utiliserons aussi, dans un artile à suivre, es idées pour mettre en relief la parentée entre
les ourbes tropiales et les ourbes algébriques habituelles (il s'agit dans les deux as de l'en-
semble des zéros d'un polynme à deux variables) et obtenir de nouveaux outils algébriques
pour l'étude de es ourbes.
Remeriements. Je tiens à remerier tout partiulièrement Stéphane Gaubert et Max Plus
pour leur aueil, leurs enouragements et les disussions frutueuses sans lesquelles e travail
n'aurait pas été possible.
2 Quasi-orps
Le but de ette setion est de montrer que les semi-orps idempotents de l'algèbre tropiale
et les orps de l'algèbre lassique sont les deux faettes d'une même notion, les quasi-orps, et
que l'algèbre tropiale est en fait l'algèbre de la "aratéristique 1".
2.1 Quasi-groupes
Rappelons qu'un monoïde est un ensemble muni d'une loi interne assoiative, admettant un
élément neutre.
Un monoïde G est VN-régulier si, pour tout x ∈ G, x appartient à xGx (.f. les anneaux réguliers
au sens de Von neumann).
On dira qu'un élément x d'un monoïde (G, ∗) est quasi-inversible s'il existe un élément y de
G tel que x∗y ∗x = x et y ∗x∗y = y. On dira alors que x et y sont quasi-inverses l'un de l'autre.
Un quasi-groupe est un monoïde dont tous les éléments sont quasi-inversibles.
Il est en partiulier VN-régulier.
Réiproquement un monoïde VN-régulier est un quasi-groupe : si x∗y∗x = x en posant z = y∗x∗y
on a en eet x ∗ z ∗ x = x et z ∗ x ∗ z = z.
1 - Remarque. Dans le as ommutatif y est alors unique et est appelé le quasi-opposé de x
(on le notera x∗).
En eet si on a (en notation additive), x + y + x = x, y + x + y = y, x + y′ + x = x, et
y′ + x + y′ = y′, il en déoule : y′ + x = y′ + x + y + x = y + x + y′ + x = y + x, d'où
y = y + x+ y = y′ + x+ y = y′ + x+ y′ = y′.
On dénit de manière naturelle les notions de sous-quasi-groupes et de morphisme de quasi-
groupes.
Deux éléments x et y d'un monoïde G sont orthogonaux (notation : x ⊥ y) si x ∗ z = x et
y ∗ z = y implique z = e, où e désigne l'élément neutre de G. On dira que (x1, x2) ∈ G
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est une
déomposition orthogonale de x ∈ G si x = x1 ∗ x2 et x1 ⊥ x2. Dans le as ommutatif on notera
x = x1
⊕
x2 pour indiquer que (x1, x2) est une déomposition orthogonale de x.
2.2 Quasi-anneaux et quasi-orps
Un quasi-anneau est un triplet (A,+, ∗) tel que (A,+) soit un quasi-groupe ommutatif, ∗
soit assoiative, distributive par rapport à +, et admette un élément neutre, noté 1 dans la suite.
2 - Remarque. Un quasi-anneau est un semi-anneau qui est un quasi-groupe pour l'addition.
2
Dans la suite on notera 0 l'élément neutre de l'addition d'un quasi-anneau A, et ǫ le quasi-
opposé de 1. On aura don, pour tout x ∈ A, x∗ = ǫx.
Si A est un quasi-anneau, l'ensemble A[Xi]i∈I des polynmes à oeients dans A est aussi
un quasi-anneau.
Un quasi-anneau est simpliable à droite si ∀(x, y, z) ∈ A3, x ∗ z = y ∗ z =⇒ x = y.
Un quasi-orps est un quasi-anneau (K,+, ∗) tel que (K∗, ∗) soit un groupe (où K∗ =
K − {0}).
3 - Exemple. Nous utiliserons plus partiulièrement dans la suite les deux quasi-orps suivants :
Le semi-orps à deux éléments, F1 = {0, 1}, muni de l'addition telle que 0 soit élément neutre
et 1+1 = 1. et de la multipliation habituelle, est un quasi-orps de aratéristique 1, isomorphe
à l'ensemble des parties d'un singleton, muni de la réunion et de l'intersetion. Il est faile de
vérier que 'est le seul quasi-orps ni de aratéristique 1...
Le semi-orps des réels max-plus, T, soit sous la forme renontrée dans la plupart des ap-
pliations, R ∪ {−∞} muni de la loi max omme addition et de la loi + omme multipliation,
soit dans sa version, R+ muni de la loi max omme addition et de la multipliation usuelle,
plus pratique pour onserver des notations algébriques générales (et plus faile à suivre par des
non-spéialistes) ..
2.3 Caratéristique d'un semi-anneau
Rappelons qu'un semi-anneau A se dénit omme un anneau, en aaiblissant la ondition
(A,+) est un groupe ommutatif, en (A,+) est un monoïde ommutatif.
Soit A un semi-anneau ; on dénit H ⊂ N omme l'ensemble des entiers k tels que k.1+1 = 1.
1 Proposition. Il existe un unique n ∈ N tel que H = nN. Cet entier n est appelé aratéristique
de A (notation car(A)).
L'uniité est évidente ; si H n'est pas réduit à {0}, soit n le plus petit élément non nul de H :
pour m ∈ H, on peut érire m = nk + r ave 0 6 r < n ; de k + 1 = 1, on déduit par itération
nk.1 + 1 = 1 ; de m.1 + 1 = 1 on déduit alors 1 = r.1 + nk.1 + 1 = r.1 + 1 et don r = 0 par
dénition de n.
4 - Remarque. Les semi-anneaux de aratéristique 1 sont les semi-anneaux idempotents (i.e.
tels que x+ x = x pour tout x).
On dira qu'un semi-anneau A est de aratéristique pure p, s'il est de aratéristique p et
que, pour tout x 6= 0, (k + 1)x = x implique que p divise k.
2 Proposition. a) Tout semi-orps admet une aratéristique pure.
b) Les semi-orps de aratéristique non nulle sont des quasi-orps.
) Les quasi-orps ayant une aratéristique p diérente de 1 sont des orps. Les quasi-orps de
aratéristique 1 sont les semi-orps idempotents.
3
Le a) est lair.
b) Si K est un semi-orps et s'il existe p ∈ N tel que p.1 + 1 = 1, soit p.1 = 0 (ave p 6= 1)
et il est faile de voir que K est alors un orps (de aratéristique p), soit p.1 + 2.1 = 2.1 et
par itération p.1 + p.1 = p.1, d'où, en multipliant par l'inverse de p.1, 1 + 1 = 1 et K est un
semi-orps idempotent et don bien un quasi-orps.
) Soit K un quasi-orps :
il existe α tel que 1 + α + 1 = 1 don en posant β = 1 + α, on a β + β = β, e qui implique,
puisque K est un quasi-orps, β = 0, et il est alors faile de vérier que K est bien un orps, ou,
après simpliation, 1 + 1 = 1, et K est bien un semi-orps idempotent.
5 - Remarque. Même si K est un quasi-orps, l'anneau de polynme K[X] n'est pas simpli-
able : si K est de aratéristique 1, (X + 1)(X2 + 1) = (X + 1)(X2 +X + 1).
En partiulier, il ne peut don pas se plonger dans un quasi-orps des frations.
Plus généralement, on a la :
3 Proposition. Si A est un quasi-anneau de aratéristique 1, simpliable, pour tout ouple
(x, y) ∈ A2 tel que xy = yx, et tout entier n, on a :
(x+ y)n = xn + yn.
En eet (xn + yn)(xn + xn−1y + · · · + xyn−1 + yn) = (x+ y)2n.
2.4 Quasi-orps de aratéristique 1 et groupes ordonnés
Un quasi-anneau de aratéristique 1 est ordonné par la relation : a 6 b si a+ b = b.
Un as partiulier très important est elui des quasi-orps dont l'ordre assoié est total. C'est en
eet le as de tous les quasi-orps introduits en algèbre et géométrie tropiale. On parlera alors
de quasi-orps totalement ordonnés.
Réiproquement, tout groupe totalement ordonné apparaît omme le groupe multipliatif d'un
quasi-orps, l'addition étant donnée par a+ b = max(a, b). Il sut en fait que le groupe ait une
struture de treillis.
2.5 Modules sur un quasi-anneau
Un module à gauhe sur un quasi-anneau A est un triplet (M,+, .) où (M,+) est un quasi-
groupe, et . une loi externe de A×M dans M , vériant les propriétés suivantes :
∀a ∈ A, ∀b ∈ A, ∀m ∈M , ∀n ∈M , a.(b.m) = a∗b.m, (a+b).m = a.m+b.m, a.(m+n) = a.m+a.n
et 1.m = m.
Si M est un module libre de base B = (ei), x et y appartenant à M sont orthogonaux si et
seulement s'ils ont des supports (relativement à B) disjoints.
2.6 Points singuliers
Il est lair que l'ensemble des appliations d'un ensemble E dans un quasi-groupe G, F (E,G)
est muni d'une struture de quasi-groupe, par la loi f ∗ g : x 7−→ f(x) ∗ g(x).
Soit H un sous-quasi-groupe de F (E,G) et f ∈ H : on dira que x ∈ E est un point singulier de
f , relativement à H, s'il existe une déomposition orthogonale de f dans H, (f1, f2) ∈ H
2
, telle
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que f1(x) et f2(x) soient quasi-inverses l'un de l'autre.
En partiulier si f(x) = e, x est toujours un point singulier de f ( ave pour f1, f et pour f2
l'élément neutre de H).
L'ensemble des points singuliers pour f relativement à H sera noté singH(f).
Si H = {0, f1, f2, f}, où (f1, f2) est une déomposition régulière donnée de f , on dira alors
(f1, f2)-régulière pour H-régulière.
Un point singulier pour un morphisme (resp : pour une appliation polynomiale) sera, sauf
préision ontraire, un point singulier relatif à l'ensemble des morphismes onsidérés (resp : des
appliations polynomiales).
L'ensemble des points singuliers d'un morphisme f sera noté Tker(f) (pour noyau tropial de
f ).
Dans le as d'un morphisme f de modules ou de quasi-anneaux, on dira que f est régulier
s'il est régulier en tout point diérent de 0, en tant que morphisme dans le quasi-groupe additif
onsidéré (i.e : Tker(f) = {0}).
6 - Remarque. Dans le as où G est un groupe additif, les points singuliers de f sont ses zéros...
Si f est un morphisme de groupes, Tker(f) est son noyau.
2.7 Points *singuliers et zéros
Si f est un morphisme d'un quasi-groupe E dans un quasi-groupe G, on peut dénir une
notion duale de elle de point singulier : on dira que u appartenant à E est un point *singulier
de f ∈ F (E,G), ou que f est *singulier en u, s'il existe une déomposition orthogonale de u
dans E, u = u1
⊕
u2, telle que f(u1) = f(u2)
∗
.
On notera Ker∗(f), l'ensemble des points de E *singuliers pour f et on dira que f est *régulière
si elle est *régulière en tout point diérent de l'élément neutre de E.
7 - Remarque. Si E et G sont des groupes et f un morphisme de groupes, les points de E
*singuliers pour f sont enore les éléments du noyau et les deux notions oïnident don.
Dans le as où le quasi-groupe G est additif, on dira que u est un zéro d'un morphisme f de
E dans G, lorsque 'est un point *singulier de f .
On dira de même que x = (xi) ∈ A
(I)
est un zéro d'un polynme P ∈ A[Xi]i∈I , sur un quasi-
anneau ommutatif A, si P est un zéro (i.e. un point *singulier) pour le morphisme d'évaluation
en x, P 7−→ P (x) (i.e. si l'on peut érire P = P1
⊕
P2, ave P1(x) = P2(x)
∗
).
Cette dénition s'étend sans diulté à un point de B(I), où B est une extension ommutative
de A, ou enore à un point d'une extension (non néessairement ommutative) dans le as à une
variable.
Cei généralise don bien la notion habituelle de zéro d'un polynme.
En partiulier 0 ∈ Kn est un zéro de P ∈ K[Xi] si et seulement si le terme onstant de P est
nul.
Les zéros d'un polynme à une variable P ∈ A[X], seront enore appelés raines de e poly-
nme P .
Si x ∈ A est un point singulier de l'appliation polynomiale P , x est une raine de P ∈ A[X],
mais la réiproque est fausse, deux appliations polynomiales P1 et P2 orrespondant à deux
polynmes orthogonaux, n'étant pas, en général, orthogonales.
Cependant, sur le orps max-plus, T, on peut voir failement que es deux notions oïnident :
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il sut de voir que l'inf de deux appliations dénies par des monmes distints est l'appliation
nulle ; pour ela, on peut remarquer, si i 6= j, que aix
i 6 ajx
j
pour tout x ∈ R implique ai = 0,
en faisant tendre x vers 0 ou +∞ suivant les as...
3 Algèbre linéaire sur les quasi-anneaux et les quasi-orps
Dans ette setion nous généralisons les prinipales notions de théorie des modules et des
espaes vetoriels aux modules sur un quasi-orps.
Cependant ertaines des notions habituelles admettent plusieurs généralisations distintes...
3.1 Familles libres, familles génératries, modules libres
On dénit omme habituellement les notions de familles libres, génératries, de modules
libres... Il faut toutefois remarquer qu'un module sur un quasi-orps n'est pas en général libre.
Par exemple sur le quasi-orps F1, un module libre de base E s'identie à l'ensemble des parties
nies de E ([Zhu℄).
4 Proposition. Toutes les base d'un module libre M sur un quasi-orps K ont même ardinal.
Ce ardinal sera enore appelé la dimension de M .
Ce résultat, bien onnu en aratéristique diérente de 1, se généralise failement, puisque sur
un semi-orps idempotent les éléments d'une base sont des éléments non nul ayant un support
minimal.
3.2 Groupe linéaire
On peut montrer ([Zhu℄) que le groupe linéaire sur le quasi-orps de aratéristique 1 à deux
éléments, F1, Gln(F1), est isomorphe au groupe des permutations Sn.
Cei provient du fait de l'uniité de la base d'un module libre (à l'ordre près) sur le quasi-orps
F1. Les éléments d'une base sont en eet les éléments minimaux pour la relation d'ordre.
Sur un quasi-orps K de aratéristique 1, les éléments de deux bases distintes sont deux à deux
olinéaires par minimalité du support... Gln(K) sera don formé des matries admettant un et
un seul élément non nul sur haque ligne et haque olonne ("Sn
⊗
K").
3.3 Familles régulières et *régulières
La notion de famille libre se révèle trop forte en général.
Elle orrespond pour une famille (ei) à l'injetivité de l'appliation de A
(I)
dans E,
(λi) 7−→
∑
λiei ; il est naturel d'aaiblir ette ondition en une ondition de régularité : on dira
qu'une appliation linéaire est faiblement injetive si elle est *régulière (soit Ker∗f = {0}).
On dira qu'une famille (ei)i∈I d'éléments d'un module E sur quasi-anneau A est une famille
régulière (resp faiblement libre) si l'appliation de A(I) dans E, (λi) 7−→
∑
λiei est régulière
(resp faiblement injetive).
8 - Remarque. La notion d'appliation régulière orrespond, elle, à une notion de surjetivité
faible... mais après transposition : si
tf est singulière en l, la forme linéaire l est *singulière en
f et don "nulle" sur Imf . On dira don qu'un appliation linéaire est faiblement surjetive si
le sous-module orthogonal (Imf)′ des formes linéaires *singulières sur Imf est réduit à {0} et
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qu'un famille (fi) d'élément d'un quasi-module E est faiblement génératie si le sous-module
(
∑
iKfi)
′
, orthogonal du sous-module engendré, est nul ( On peut voir failement que, si E est
un module libre, son orthogonal est réduit à {0}. Plus généralement une appliation linéaire entre
deux modules libres est nulle si et seulement si elle est singulière en tout point de E)
Un sous-module F dont l'orthogonal dans le dual est nul sera dit dense.
Une appliation linéaire f sera don faiblement surjetive si et seulement si sa transposée est
régulière si et seulement si son image est dense.
3.4 Matries régulières et *régulières
Soient E et F deux modules sur un quasi-anneau A. L'ensemble des morphismes (ou appli-
ations linéaires) de E dans F , L(E,F ) est muni d'une struture de module. Si E et F sont des
modules libres de dimensions respetives n et m, L(E,F ) est un module libre de dimension mn,
isomorphe au module Mm,n(A) des matries à m lignes et n olonnes, à oeients dans A.
On dira que C ∈ Mm,n(A) est une matrie régulière (resp *régulière) si ses olonnes forment
une famille régulière (resp *régulière) de Mm,1(A).
En appliquant les dénitions, on obtient la :
5 Proposition. Soit f une appliation linéaire du A-module libre de dimension n , E de base
(ei)16i6n dans le A-module libre de dimension m , de base (fi)16i6m et M sa matrie par rapport
à es deux bases. M est régulière (resp *régulière) si et seulement si f l'est.
Une matrie qui n'est pas régulière (resp *régulière) sera dite singulière (resp *singulière).
6 Proposition. Une matrie *singulière est singulière.
En eet, en notant Ai les veteurs olonnes d'une matrie A, une relation non triviale∑
I1
xiAi =
∑
I2
xiAi, où I1, I2 sont deux parties disjointes de [1, n], donne immédiatement
une déomposition A = A1
⊕
A2 telle que A1X = A2X, où X est la matrie olonne des xi
(en posant xi = 0 pour i /∈ I1 ∪ I2), A1 est la matrie obtenue à partir de A en remplaçant
les olonnes Ai, i ∈ I2 par le veteur olonne nul, et A2 la matrie omplémentaire obtenue en
remplaçant par le veteur olonne nul les Ai pour i /∈ I2.
3.5 Déterminant
Soit K un quasi-orps ommutatif. On dénit la K-signature d'une permutation τ ∈ Sn par
k(τ) = 1 si la signature de τ est 1, k(τ) = ǫ sinon.
Le K-déterminant d'ordre n est alors le polynme
det =
∑
τ∈Sn
k(τ)X1,τ(1) · · ·Xn,τ(n) ∈ K[Xi,j]16i,j6n.
On dira qu'une matrie est d-singulière lorsqu'elle est un zéro du déterminant.
On pose det+ =
∑
τ∈An
X1,τ(1) · · ·Xn,τ(n) ∈ K[Xi,j ]16i,j6n et
det− =
∑
τ∈Sn−An
ǫX1,τ(1) · · ·Xn,τ(n) ∈ K[Xi,j ]16i,j6n.
On dira qu'une matrie A est D-singulière si det+(A) = det−(A), 'est à dire si A est (det+,det−)-
singulière. ; si A est D-singulière elle est don a fortiori d-singulière, puisque 'est un zéro du
déterminant..
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9 - Remarque. Il est lair que sur un orps toutes es notions oïnident ave la notion habi-
tuelle.
En algèbre tropiale le déterminant est e qui appelé en général permanent.
La d-singularité orrespond don en algèbre tropiale à la régularité au sens de Butkovi£ (ou
enore régularité tropiale ([But℄).
De même la d-*singularité orrespond à singularité au sens de Gondran-Minoux, ou G-M-
singularité (f. [GM 84℄).
Il est onnu que sur le semi-orps T, la notion de régularité au sens de Gondran-Minoux or-
respond à e que nous appelons ii *singularité ([GB ℄) et que la régularité au sens de Butkovi£
orrespond à la régularité tropiale, qui n'est autre que la régularité au sens i-dessus ([Izh3℄,
[IR℄)). Il est relativement aisé de voir que les démonstrations données se généralisent à tout
quasi-orps totalement ordonné... D'où la :
7 Proposition. Soit A ∈ Mn(K) une matrie sur un quasi-orps de aratéristique 1, totale-
ment ordonné, K.
a) A est *régulière si et seulement si elle est d-*régulière.
b) A est régulière si et seulement si elle est d-régulière.
a) A est *singulière signie qu'il existe un veteur olonne X non nul et une déomposition
orthogonale de X, (X1,X2), telle que AX1 = AX2. Cei orrespond exatement au fait que les
olonnes soient liées au sens de G-M et il est onnu (la démonstration [GM 84 ℄ de se généralise
sans problème) que ei est équivalent au fait que det+(A) = det−(A).
b) Là enore il sut de voir que la notion de matrie régulière orrespond bien à elle de
tropialement régulière qui équivaut sur un quasi-orps totalement ordonné à la d-régularité en
reprenant la démonstration de Z. Izhakian ([Izh3℄).
Pour ela on peut généraliser la onstrution du "revêtement" T du quasi-orps (R,max, plus)
à un quasi-orps totalement ordonné, en posant par exemple T = K ∪ U où U est en bijetion
ave K par k 7−→ kˆ ave les règles suivantes pour k et k′ dans K :
+ est ommutative, k+ k′ = max(k, k′) si k 6= k′ ou k = k′ = 0, kˆ sinon, k+ kˆ′ = k si k > k′, kˆ′
sinon. × est ommutative, oïnide ave la multipliation sur K, vérie k × kˆ′ = ˆk × k′.
(U ∪ 0,+,×) est isomorphe, parˆ, à (K,+,×).
A ∈Mn(K) est tropialement singulière s'il existe un veteur non nul X ∈ K
n
tel que AX ∈ Un.
Pour haque ligne i, il existe don au moins deux indies distints ji et ki tels que ai,jixji = ai,kixki
soient maximaux et il sut de prendre pour A1 la matrie dont tous les oeients sont nuls sauf
les ai,ji et pour A2 la matrie omplémentaire : on a bien ainsi A1X = A2X... Réiproquement,
il est lair que si A est singulier en X, on a bien AX ∈ U (en alulant dans T ).
On peut remarquer que les matries de déterminant non nul, sont, en aratéristique 1, a-
ratérisées omme suit :
8 Proposition. Une matrie arré A a un déterminant non nul si et seulement si elle est supé-
rieure à une matrie S ∈ Gln.
Il sut de remarquer que detA est non nul si et seulement si l'un des produits a1,τ(1) · · · an,τ(n)
est non nul, et que ei est vrai si et seulement si la matrie S dont les seuls oeients non nuls
sont les ai,τ(i) est dans Gln.
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4 Algèbre linéaire sur un quasi-orps de aratéristique 1 totale-
ment ordonné
Soit maintenant K un semi-orps ommutatif, idempotent et totalement ordonné.
4.1 Noyaux et Dualité
9 Proposition. Soit l ∈ E∗ une forme linéaire sur un module libre de dimension nie E.
Tkerl = Ker∗l est un sous-module de E. On notera plus simplement Kerl e noyau.
Soit B = (ei)16i6n une base de E et L = (a1, · · · , an) la matrie de l dans ette base. Il est
faile de voir que, le orps étant totalement ordonné, x =
∑
xiei appartient à Tkerl ou à Ker
∗l
si et seulement si il existe (i, j), i 6= j, tels que aixi = ajxj > akxk pour tout 1 6 k 6 n.
On a don bien l'égalité des deux noyaux dans e as.
De plus si x et y sont singuliers, soient (i, j) et (r, s) deux ouples tels que aixi = ajxj > akxk
et aryr = asys > akyk, pour tout 1 6 k 6 n. Si les deux ouples ont des supports disjoints il est
lair que aixi + aryr = ajxj + asys > akxk + akyk pour tout 1 6 k 6 n, et que don, x + y est
singulier.
Les autres as sont enore plus simples et en en déduit failement le résultat.
Pour une partie A de E on dénit l'orthogonal A′ de A, omme l'ensemble des formes linéaires
singulières sur A.
Pour une partie B de E∗ on dénit l'orthogonal de B, B⊥ omme l'intersetion des noyaux des
éléments de B.
On dira que A ⊂ E est fermée si (A′)⊥ = A.
4.2 Rang Tropial d'une appliation linéaire et Dimension Tropiale d'un
sous-module
En remarquant qu'une matrie et sa transposée ont même déterminant, e qui préède donne
immédiatement le orollaire suivant :
1 Corollaire. a) Une matrie A ∈ Mn(K) est don régulière (resp. *régulière) si et seulement
si sa transposée l'est.
b) Si E est un K-module libre de dimension n, et f ∈ L(E) est faiblement surjetive, elle est
aussi faiblement injetive.
Il est naturel de généraliser la notion de famille faiblement génératrie, dénie i-dessus
uniquement pour une famille faiblement génératrie d'un module libre E :
Dans un module libre E, le sous espae faiblement engendré par une famille (fi) sera l'intersetion
des noyaux Ker∗l des formes linéaires l ∈ E∗, *-singulières sur
∑
Kfi.
Une base tropiale d'un sous-module F sera alors une famille régulière et faiblement génératrie
de F . On dira d'un sous-module qu'il est tropialement libre s'il admet une base tropiale.
Un sous-module tropialement libre est don fermé. Nous établirons la réiproque par la suite.
On a alors (voir aussi [ACG℄ ) :
1 Lemme. Une matrie A ∈ Mp,n(K), p > n, est régulière si et seulement si elle ontient une
matrie arrée extraite d'ordre n, régulière.
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Il est lair que si A est singulière , toute les matries arrées extraites le seront aussi.
La démonstration se fait par réurrene sur n : pour n = 1, 'est lair. En supposant le résultat
vrai pour n − 1, il existe don une matrie arrée d'ordre n − 1 extraite des n − 1 premières
olonnes de A, régulière. Soit (i1, · · · in−1) les rangs des olonnes de ette matrie extraite et B
la matrie d'ordre (n − 1, n) extraite de A, dont les lignes sont elles de rangs (i1, · · · in−1). On
a don
tB = (Li1 , · · · , Lin−1). En onsidérant la forme linéaire qui à U = (u1, · · · un), assoie le
déterminant de la matrie (tB,t V ) où V = (ui1 , · · · , uin−1), est la matrie des omposantes de U
orrespondant aux lignes de B, on obtient une forme linéaire non nulle sur Kn, *singulière sur
les n− 1 premières lignes de A. Comme A est régulière, ette forme linéaire n'est pas *singulière
sur toutes les lignes de A et il existe don une ligne Lin telle que la matrie extraite de A, dont
les lignes sont elles de rangs (i1, · · · in) est régulière.
10 Proposition. Soit E un K-module libre de dimension n.
a) Toute famille faiblement génératrie a au moins n éléments.
b) Toute famille régulière a au plus n éléments.
a) : soit (fi) une famille faiblement génératrie d'éléments de E ayant k 6 n − 1 éléments ; on
peut supposer k minimal (il est lair que si n > 2 une famille à un élément n'est pas faiblement
génératrie) ; les fi sont alors non nuls ; la matrie A de la famille dans une base (ei) de E ne peut
avoir de ligne nulle sinon il existe une forme linéaire non nulle, nulle sur tous les veteurs de la
famille. La forme linéaire y 7−→ det(f1, · · · , fk, ek+1, · · · , en−1, y) est alors non nulle et singulière
sur tous les fi.
b) : 'est immédiat par dualité.
10 - Remarque. On peut montrer aussi qu'une famille *régulière d'un module libre de rang n,
a au plus n éléments.
Cei déoule (au moins dans le as des réels max-plus) diretement du théorème de Cramer, et
redonne ette propriété pour les familles régulières.
On peut obtenir de plus un théorème de la base tropiale inomplète :
1 - Théorème. Toute famille régulière (fi)16i6p d'un module libre de rang n de base B = (ei)
peut se ompléter en une base tropiale de E, en hoisissant n− p veteurs dans B.
Il existe une matrie extraite régulière d'ordre k de A, la matrie dans la base B de la fa-
mille (fi). En omplétant par les ei orrespondant aux lignes n'apparaissant pas dans la matrie
extraite, on obtient une famille régulière.
De tout ei, on déduit nalement la :
11 Proposition. Soit F un sous-module tropialement libre d'un module libre E de dimension
nie n. Deux bases tropiales de F ont même ardinal. Cet entier est la dimension tropiale de
F .
Soit maintenant (fi)16i6k une base tropiale de F , (ei)16i6n une base de E et A la matrie
des omposantes des fi dans la base (ei). D'après la proposition préédente k 6 n et si k = n, la
famille est tropialement génératrie et don F = E. On peut don supposer k < n.
On peut don hoisir des veteurs fk+1, · · · , fn dans la base B, tels que la famille (fi) soit une
base tropiale de E. Si G est le sous-module engendré par les veteurs fk+1, · · · , fn, G est un
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module libre et F
⊕
G est dense dans E.
Si (gi)16i6k′ est une autre base tropiale de F , (gi)16i6k′ ∪ (fk+1, · · · , fn) est une famille géné-
ratrie et tropialement libre de E e qui implique k = k′.
11 - Remarque. On peut dénir plus généralement la dimension tropiale d'un sous-module F
d'un module libre E de rang ni, omme le ardinal maximal d'une famille régulière d'éléments
de F (notation : dimT (F )).
Pour un module libre la dimension tropiale est bien entendu égale à la dimension. De plus ette
dénition de la dimension tropiale est ohérente ave la dénition de rang tropial d'une matrie
donnée par Z. Izhakian : en eet si A est une matrie, le rang tropial de A est déni omme
l'ordre maximal d'une matrie arrée régulière extraite de A. Or ei est bien la dimension tro-
piale de l'image de A.
2 Lemme. Si (fi) est une famille régulière maximale dans un sous-module F d'un module libre
E de dimension n. Pour tout g ∈ E tel que la famille (fi) ∪ (g) soit régulière, il existe une
forme linéaire *singulière sur les fi et pas sur g. Le sous-module H tropialement engendré par
la famille (fi) ontient don F .
Si g est tel que la famille (fi)∪ (g) soit régulière, on peut ompléter ette famille en une base
tropiale de E par des fj pris dans une base B, et la forme linéaire
y 7−→ det(f1, · · · , fk, y, fk+1, · · · , fn−1) serait *singulière sur les fi et non *singulière en g puisque
la famille est régulière.
On en déduit que :
12 Proposition. a) La dimension tropiale d'un sous-module F est aussi elle du module tro-
pialement engendré.
b) Les sous-modules ayant une famille nie tropialement génératrie sont les sous-modules tro-
pialement libres : toute famille régulière maximale est une base tropiale.
) Plus généralement un sous-module F est tropialement libre si et seulement si il est fermé.
a) Si (fi) est une famille régulière maximale dans F , par le théorème de la base inomplète, on
peut hoisir une partie de la base B de E, omplétant la famille (fi) en une base tropiale de E.
Le sous-module libre G ainsi onstruit est de rang n− k, où k est le ardinal de la famille (fi) ; il
est en somme direte ave F ( si f ∈ F ∩G était non nul, la famille (fi)∪ (f) serait régulière...).
Il est alors, d'après le lemme préédent, en somme direte ave le sous module H tropialement
engendré par F . On en déduit immédiatement que le rang tropial de H est enore k.
b) et ) Si F = H, (fi) est don une base tropiale de F .
On obtient une aratérisation des sous-modules tropialement libres :
13 Proposition. a) Les sous-modules tropialement libres sont les intersetions nies de noyaux
de formes linéaires.
b) Si f est une appliation linéaire entre deux modules libres de dimensions nies E et F , Tkerf
est un sous-module tropialement libre de E.
a) Par dualité il est lair que F ′, l'ensemble des formes linéaires *singulières sur F , est tro-
pialement libre et si F est tropialement libre, il est alors égal à l'intersetion des noyaux des
éléments d'une base tropiale de F ′.
Réiproquement, l'intersetion des noyaux d'une famille (li) du dual de E est l'orthogonal du
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sous-espae engendré et est don tropialement libre.
b) Tkerf est l'intersetion des noyaux des formes linéaires pi ◦ f , où les pi sont les formes oor-
données d'une base de F .
Pour les appliations linéaires, ei donne un théorème du rang :
2 - Théorème. Soit f une appliation linéaire entre deux K-modules libres, de dimensions nies,
E et F .
On a :
dimE = rgT (f) + dimT (Tkerf)
où rgT (f) = dimT (Imf) est le rang tropial de f .
Pour ei on onsidère un supplémentaire tropial G de Tkerf (obtenu en omplétant une
famille régulière maximale de Tkerf en une base tropiale de E , ave des veteurs pris dans
une base de E) . La restrition g de f à G, est alors une appliation du module libre G dans F
d'image Imf . De plus elle est lairement régulière et on a don bien dimG = dimT Imf .
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